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　　摘　要：　基于费马商构造的伪随机序列均具有良好的密码学性质，本文根据有限域上迹函数理论及陪集理论，
通过确定基于费马商构造的ｒ元序列的离散傅里叶变换，研究得到该序列的迹函数表示．所给出的迹函数表示不仅对
序列的工程实现有重要意义，而且对分析序列的其他伪随机性质提供了新的工具和方法．
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１　引言
　　具有良好伪随机性质的序列在模拟，测距系统，扩
频通信，尤其在流密码系统中有着广泛的应用［１，２］．迹
函数被广泛运用于伪随机序列的生成以及分析它们的

伪随机性质．大量文献研究了经典序列如勒让德序列、
雅可比序列及其推广形式的迹表示［３～６］．自 ２０１１年
ＯｓｔａｆｅＡ和ＳｈｐａｒｌｉｎｓｋｉＩＥ［７］提出将费马商用于设计密
码本原以来，基于费马商的伪随机序列的构造及其性

质分析成为一个新兴的研究方向．国内学者 Ｃｈｅｎ与
ＯｓｔａｆｅＡ分析了费马商序列的分布，构造了一类二元伪
随机序列，并讨论了序列的线性复杂度轮廓及格轮

廓［８］．随后 ＧｏｍｅｚＤ与 ＷｉｎｔｅｒｈｏｆＡ将费马商序列与乘
法特征相结合设计了多值序列，并研究了序列的分布

和线性复杂度等性质［９］．随后，国内学者 Ｃｈｅｎ、Ｈｕ以及
本文作者等人研究了基于费马商的二元和多元序列的

构造及其线性复杂度，并将研究成果推广到了费马商

的扩展函数情形［１０～１３］．自２０１４年 Ｃｈｅｎ［１４］研究了基于
费马商的二元序列的迹表示后，Ｋｅ［１５］等人将基于欧拉
商定义的序列构造进行了推广并给出了对应二元序列

的迹表示．在本文中，我们将给出基于费马商的 ｒ元序
列的迹函数表示，其中ｒ为奇素数．

设ｐ是奇素数，整数ｕ，ｇｃｄ（ｕ，ｐ）＝１，模ｐ的费马商
ｑｐ（ｕ）定义为：

ｑｐ（ｕ）≡
ｕｐ－１－１
ｐ （ｍｏｄｐ），０≤ｑｐ（ｕ）≤ｐ－１，

显然有

ｑｐ（ｕｖ）≡ｑｐ（ｕ）＋ｑｐ（ｖ）（ｍｏｄｐ），ｇｃｄ（ｕｖ，ｐ）＝１
（１）

当ｐ｜ｕ时，我们定义ｑｐ（ｕ）＝０
Ｃｈｅｎ［１４］等定义的二元序列（ｅｕ）为：
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ｅｕ＝
１， ０≤ｑｐ（ｕ）＜

１
２，

０， １
２≤ｑｐ（ｕ）＜１

{ ，

　０≤ｕ≤ｐ２－１． （２）

在许多领域中，ｒ元序列都有重要应用本文中我们将二
元序列（ｅｕ）推广为Ｆｒ上的ｒ元序列（ｆｕ），即

ｆｕ＝

０， ０≤ｑｐ（ｕ）≤ｓ，
１， ｓ＋１≤ｑｐ（ｕ）≤２ｓ，
 

ｒ－１， （ｒ－１）ｓ＋１≤ｑｐ（ｕ）≤ｐ－１










，

（３）

其中ｒ为素数，ｒ｜（ｐ－１），且 ｓ＝ｐ－１ｒ．事实上，当 ｒ＝２

时，（ｆｕ）为 （２）中的序列（ｅｕ）．
定义

Ｄｌ＝｛ｕ：０≤ｕ≤ｐ
２－１，ｇｃｄ（ｕ，ｐ）＝１，ｑｐ（ｕ）＝ｌ｝，

其中０≤ｌ≤ｐ－１
下文中，总假设ｇ是模ｐ２的本原元，且满足ｇ∈Ｄ１，

即ｑｐ（ｇ）＝１反之，若 ｑｐ（ｇ）＝ａ≠１，显然 ｇｃｄ（ａ，ｐ）＝
１，由 （１）可得ｑｐ（ｇ

ａ－１）＝１，其中 ａ－１为 ａ模 ｐ的逆元．
从而对所有０≤ｋ＜ｐ－１，有 ｑｐ（ｇ

ａ－１＋ｋｐ）≡１（ｍｏｄｐ）．因
此存在ｋ０（０≤ｋ０＜ｐ－１）使得 ｇｃｄ（ａ

－１＋ｋ０ｐ，φ（ｐ
２））＝

１，即ｇａ
－１＋ｋ０ｐ是模ｐ２的本原元且 ｑｐ（ｇ

ａ－１＋ｋ０ｐ）＝１．因此 ｇ：
＝ｇａ

－１＋ｋ０ｐ即为所求．从而可得：
Ｄ０＝｛ｇ

ｋｐ（ｍｏｄｐ２）：０≤ｋ＜ｐ－１｝，
且对所有０≤ｌ≤ｐ－１，有Ｄｌ＝ｇ

ｌＤ０，且｜Ｄｌ｜＝ｐ－１下文
中，总假设Ｄｌ的下标均模ｐ，即Ｄｌ＋ｐ＝Ｄｌ．

由上述定义，很显然Ｚｐ２ ＝∪
ｐ－１
ｌ＝０Ｄｌ，其中Ｚ


ｐ２表示Ｚｐ２

（Ｚｐ２为模ｐ
２的剩余类环）中可逆元组成的集合．则序列

（ｆｕ）的等价定义为：

ｆｕ＝

０， ｕ∈Ｄ０∪Ｄ１∪…∪Ｄｓ∪Ｐ，
１， ｕ∈Ｄｓ＋１∪…∪Ｄ２ｓ，
 

ｒ－１， ｕ∈Ｄ（ｒ－１）ｓ＋１∪…∪Ｄｐ－１










，

（４）

其中Ｐ＝｛ｋｐ：０≤ｋ＜ｐ｝，由式（１）可知，序列（ｆｕ）的周
期为ｐ２

在下文中，几乎所有的运算都在有限域Ｆｒ上进行．
我们将通过计算离散傅里叶变换（如下定义），给出

（ｆｕ）的迹函数表示．首先给出离散傅里叶变换的定义．
对Ｆｒ上Ｔ周期的ｒ元序列（ｆｕ），若存在Ｔ次本元单

位根β∈珔Ｆｒ（珔Ｆｒ为Ｆｒ的代数包），使得对所有０≤ｕ＜Ｔ，

有ｆｕ＝１／Ｔ∑
０≤ｉ＜Ｔ

ρｉβ
ｉｕ，其中对所有０≤ｉ＜Ｔ，有：

ρｉ＝∑
０≤ｕ＜Ｔ
ｆｕβ

－ｉｕ∈ 珔Ｆｒ［ｘ］． （５）

称式（５）为（ｆｕ）的离散傅里叶变换
［１６］．

记多项式

Ｇ（ｘ）＝∑
０≤ｉ＜ｐ
ρｉｘ

ｉ∈ 珔Ｆｒ［ｘ］，

显然对所有ｕ≥０，有ｆｕ＝Ｇ（β
ｕ），称（Ｇ（ｘ），β）是（ｆｕ）的

定义对，其中Ｇ（ｘ）是（ｆｕ）关于β的定义多项式，对给定
的β，Ｇ（ｘ）模ｘＴ－１唯一确定．

２　定义对
　　定义

Ｄｉ（ｘ）＝∑
ｕ∈Ｄｉ

ｘｕ∈Ｆｒ［ｘ］，０≤ｉ≤ｐ－１，

对任意γ∈珔Ｆｒ，γ的阶记为ｏｒｄ（γ），即使得γ
ｎ＝１成

立的最小正整数ｎ．
引理１　设γ∈珔Ｆｒ的阶为ｏｒｄ（γ），且ｏｒｄ（γ）｜ｐ

２对
所有０≤ｌ≤ｐ－１有：

∑
ｐ－１

ｌ＝０
Ｄｌ（γ）＝

－１， ｏｒｄ（γ）＝ｐ，
０， 其他{ ．

证明　由于ｏｒｄ（γ）｜ｐ２，则分以下三种情形证明．
①当ｏｒｄ（γ）＝１时，即γ＝１，则有：

∑
ｐ－１

ｌ＝０
Ｄｌ（１）＝ｐ（ｐ－１）＝０．

而当ｏｒｄ（γ）≠１时，因为∑
ｉ∈Ｚｐ２
γｉ＝１－γ

ｐ２

１－γ
＝０，所以有

∑
ｐ－１

ｌ＝０
Ｄｌ（γ）＝∑

ｉ∈Ｚｐ２
γｉ＝∑

ｉ∈Ｚｐ２
γｉ－∑

ｉ∈Ｚｐ
γｉｐ ＝０．

②当ｏｒｄ（γ）＞ｐ时，由于∑
ｉ∈Ｚｐ
γｉｐ ＝１－γ

ｐ２

１－γｐ
＝０，则

∑
ｐ－１

ｌ＝０
Ｄｌ（γ）＝０

③当ｏｒｄ（γ）＝ｐ时，有∑
ｉ∈Ｚｐ
γｉｐ＝∑

ｉ∈Ｚｐ

１＝ｐ＝１，显然

有∑
ｐ－１

ｌ＝０
Ｄｌ（γ）＝－１

证明完毕．
令ｐ元组

Ｃｉ（ｘ）＝｛Ｄｉ（ｘ），Ｄｉ＋１（ｘ），…，Ｄｉ＋ｐ－１（ｘ）｝，０≤ｉ≤ｐ－１
下文中，如无特殊说明，总假设 β∈珔Ｆｒ是 ｐ

２次本原

单位根．
引理２　令Ｃｊ（ｘ）

Ｔ为Ｃｊ（ｘ）的转置，则对所有０≤
ｉ，ｊ≤ｐ－１有

Ｃｉ（β）·Ｃｊ（β）
Ｔ＋１＝

１， ｉ＝ｊ，
０， 其他{ ．

证明　由定义可知，

Ｃｉ（β）·Ｃｊ（β）
Ｔ ＝∑

ｐ－１

ｋ＝０
∑
ｕ∈Ｄ０
βｕｇ

ｉ＋ｋ

∑
ｖ∈Ｄ０
βｖｇ

ｊ＋ｋ

＝∑
ｐ－１

ｋ＝０
∑
ｕ∈Ｄ０
∑
ω∈Ｄ０
βｕｇ

ｊ＋ｋ（ｇｉ－ｊ＋ω）（令ｖ＝ｕω）

＝∑
ｐ－１

ｋ＝０
∑
ω∈Ｄ０
∑
ｚ∈Ｄｊ＋ｋ
γｚω（令ｚ＝ｕｇ

ｊ＋ｋ，

０４４２
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γω ＝β
ｇｉ－ｊ＋ω）

＝∑
ω∈Ｄ０
∑
ｚ∈Ｚｐ２
γｚω ＝∑

ω∈Ｄ０
∑
ｐ－１

ｌ＝０
Ｄｌ（γω）．

①当ｇｃｄ（ｇｉ－ｊ＋ω，ｐ）＝１时，则 ｏｒｄ（γω）＝ｐ
２，由引

理 １可得：

∑
ｐ－１

ｌ＝０
Ｄｌ（γ）＝０．

②当ｇｃｄ（ｇｉ－ｊ＋ω，ｐ）＝ｐ时，假设ｇｉ－ｊ＋ω≡ｌｐ（ｍｏｄ
ｐ２），０≤ｌ≤ｐ－１，则
０≡ｑｐ（ω）≡ｑｐ（－ｇ

ｉ－ｊ＋ｌｐ）
≡ｑｐ（－ｇ

ｉ－ｊ）－ｌ（－ｇｉ－ｊ）－１（ｍｏｄｐ）
≡（ｉ－ｊ）ｑｐ（ｇ）－ｌ（－ｇ

ｉ－ｊ）－１　（ｍｏｄｐ）．（６）
显然式（６）只有一个解ｌ．故当ｉ＝ｊ时有唯一解 ｌ＝

０，即存在唯一的ω０∈Ｄ０，使得ｑｐ（ω０）≡０（ｍｏｄｐ），此时

ω０＝－ｇ，且ｏｒｄ（γω０）＝１由引理１有∑
ｐ－１

ｌ＝０
Ｄｌ（γω０）＝０

而当ｉ≠ｊ时，有 ｏｒｄ（γ）＝ｐ，根据引理 １可得 ∑
ｐ－１

ｌ＝０

Ｄｌ（γω）＝－１证明完毕．

下文中令 [ ]－ 为取整函数，ρｋ＝∑
ｐ

ｊ＝１

ｊ－１[ ]ｓ Ｄｊ＋ｋ

（β），０≤ｋ≤ｐ－１
定理 １　符号如上定义，则序列（ｆｕ）的定义多项

式为：

Ｇ（ｘ）＝∑
ｐ－１

ｋ＝０
ρｋＤｋ（ｘ）．

证明　（ｆｕ）的定义多项式Ｇ（ｘ）为：

Ｇ（ｘ）＝∑
ｐ

ｊ＝１

ｊ－１[ ]ｓ Ｃｊ（β）·Ｃ０（ｘ）
Ｔ＋( )１．

当ｕ＝０时，因为Ｃ０（１）＝｛０，…，０｝，所以

Ｇ（β０）＝Ｇ（１）＝∑
ｐ

ｊ＝１

ｊ－１[ ]ｓ Ｃｊ（β）·Ｃ０（１）
Ｔ＋( )１

＝∑
ｐ

ｊ＝１

ｊ－１[ ]ｓ ＝０＝ｆｕ．

当ｕ≡ｌｐ（ｍｏｄｐ２），０＜ｌ≤ｐ－１时，由 Ｄｋ的定义可
知，Ｄｋ（ｍｏｄｐ）＝｛ａ（ｍｏｄｐ）：ａ∈Ｄｋ｝＝｛１，２，…，ｐ－
１｝，因而Ｃｉ（β

ｌｐ）＝（－１，…，－１）．因此

Ｇ（βｕ）＝Ｇ（βｌｐ）＝∑
ｐ

ｊ＝１

ｊ－１[ ]ｓ Ｃｊ（β）·Ｃ０（β
ｌｐ）Ｔ＋( )１

＝０＝ｆｕ．
当ｕ∈Ｄｋ，０≤ｋ≤ｐ－１时，由引理 ２有

　　Ｇ（βｕ）＝∑
ｐ

ｊ＝１

ｊ－１[ ]ｓ Ｃｊ（β）·Ｃ０（β
ｕ）Ｔ＋( )１

＝
ｋ－１[ ]ｓ

， ｊ＝ｋ，

０， 其他
{

．

综上对所有ｕ≥０，有Ｇ（βｕ）＝ｆｕ．经整理可得结论．
证明完毕．

注：由文献［１７］定理１的证明可知，当ｒｐ－１１（ｍｏｄ
ｐ２），即ｒＤ０时，有 ρｋ≠０，０≤ｌ≤ｐ－１而若 ｒ

ｐ－１≡１　
（ｍｏｄｐ２）时，有ρｋ∈Ｆｒ，对于ρｋ的具体取值我们留作后
续研究．

３　迹表示

　　从有限域Ｆｒｍ到Ｆｒｎ（ｎ｜ｍ）的迹函数
［２］定义为

Ｔｒｍｎ（ｘ）＝ｘ＋ｘ
ｒｎ＋ｘｒ

２ｒ

＋…＋ｘｒ
（ｍ／ｎ－１）ｎ

．
定理２　假设λ是ｒ模ｐ的阶，ｇ是模ｐ２的本原元，

β如上文定义，则序列（ｆｕ）的迹函数表示为：

ｆｕ ＝
∑
ｐ－１

ｋ＝０
ρｋ∑
ｐ－１
λ－１

ｊ＝０
Ｔｒλ１（β

ｕｇｋ＋ｊｐ）， ｒ∈Ｄ０，

∑
ｐ－１

ｋ＝０
ρｋ∑
ｐ－１
λ－１

ｊ＝０
Ｔｒλｐｐ（β

ｕｇｊ＋ｋｐ）， 其他









 ．

证明　由定理 １可知，只需用迹函数表示 Ｄｋ（ｘ）
（０≤ｋ＜ｐ）即可．

① 若ｒｐ－１≡１（ｍｏｄｐ２），即ｒ∈Ｄ０有：
Ｕ＝｛ｒｉ（ｍｏｄｐ２）：０≤ｉ＜λ｝Ｄ０．

则Ｄ０＝∪
ｐ－１
λ －１
ｊ＝０ ｇｊｐＵ．又因为 Ｕ（ｘ）＝∑

ｕ∈Ｕ
ｘｕ＝Ｔｒλ１（ｘ），则

Ｄ０（ｘ）＝∑
ｐ－１
λ－１

ｊ＝０
Ｔｒλ１（ｘ

ｇｊｐ），且Ｄｋ（ｘ）＝∑
ｐ－１
λ－１

ｊ＝０
Ｔｒλ１（ｘ

ｇｋ＋ｊｐ）．

② 当 ｒｐ－１１（ｍｏｄｐ２）时，有 ｒｐ∈Ｄ０，则 ｒ模 ｐ
２的

阶为 λｐ，有
Ｖ＝｛ｒｉｐ（ｍｏｄｐ２）：０≤ｉ＜λ｝Ｄ０．

故 Ｄ０＝∪
ｐ－１
λ －１
ｊ＝０ ｇｊｐＶ．又因为 Ｖ（ｘ）＝∑

ｕ∈Ｖ
ｘｕ＝Ｔｒλｐｐ（ｘ），

则有：

Ｄｋ（ｘ）＝∑
ｐ－１
λ－１

ｊ＝０
Ｔｒλｐｐ（ｘ

ｇｋ＋ｊｐ）．

综上可得 （ｆｕ）的迹函数表示．

４　结束语
　　由于序列构造及其随机性分析是伪随机性序列理
论的重要问题，且迹函数是构造序列和研究序列的线

性复杂度和相关性等密码学性质的重要工具．本文将
基于模ｐ的费马商二元序列推广到了ｒ元序列，并通过
计算序列的离散傅里叶变换，即序列的定义对，从而给

出该序列的迹函数表示．
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